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Предложен простой унифицированный формализм для описания векторных параксиальных световых пучков общего 
вида. Найдены простые выражения для плотности потока энергии электромагнитного поля S векторных световых пуч-
ков с однородной поляризацией. Установлено, что параксиальные циркулярно поляризованные световые пучки рас-
пространяются независимо, их потоки энергии разделяются и также независимы. 
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The simple formalism for the description of the vector paraxial light beams of general type is offered. Simple expressions for 
the energy flux density of the electromagnetic field S of the vector light beams with the homogeneous polarization are discov-
ered. It is discovered that paraxial circular polarized light beams are spread independently, and their streams of energy are 
parted and they are also independent. 
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Введение 
Под световыми пучками понимают узкона-
правленное световое излучение, распростра-
няющееся в малом телесном угле. Если  угол 
расходимости пучка мал, θ ~ 10–3–10–2, такой 
пучок называется параксиальным. В параксиаль-
ных пучках продольная компонента поля значи-
тельно меньше поперечных компонент. Поэтому 
параксиальные пучки описываются обычно од-
ной поперечной компонентой поля. Такие пучки 
называются скалярными. Чаще всего паракси-
альные световые пучки описываются как скаляр-
ные, что в большинстве случаев вполне доста-
точно. Такой, заведомо упрощенный подход, 
часто используется при описании свойств свето-
вых пучков [1]–[7]. Однако для пучков, у кото-
рых угол расходимости велик, скалярного при-
ближения недостаточно. Более того, даже для 
параксиальных световых пучков, у которых по-
ляризация неоднородна по сечению, необходимо 
использовать более строгий векторный форма-
лизм. Наконец, скалярное приближение во всех 
случаях не позволяет естественно описывать 
векторные характеристики пучка (поляризацию, 
поток энергии, орбитальный и спиновый момен-
ты и др.). Более общим является описание лазер-
ных световых пучков, как трехмерных вектор-
ных полей. Однако векторные пучки изучены 
гораздо слабее, см., например, [8]–[13]. В на-
стоящей работе предлагается унифицированный 
и  упрощенный  векторный  формализм  для  
описания поляризационных и энергетических 
характеристик векторных параксиальных свето-
вых пучков.  
 
1 Поляризационные свойства векторных 
параксиальных световых пучков 
Известно, что любой световой пучок можно 
разложить в ряд или интеграл Фурье по плоским 
монохроматическим волнам, которые строго по-
перечны в изотропной однородной среде. Отсю-
да из геометрических соображений можно вы-
сказать следующие общие утверждения о поля-
ризационных характеристиках произвольных све-
товых полей. 
Возможно существование линейно поляри-
зованных мод в одной плоскости, например,  
Е = (Ех, 0, Еz) или H=(0, Hy, Hz). 
Возможны строго поперечные ТЕ- и ТМ-
моды (в любом приближении). Они являются 
азимутально поляризованными, без радиальной 
компоненты. Вектор Е=(Еx=0, Еy, Еz) – для ТЕ-
мод и  вектор Н = (Нx=0, Нy, Нz) – для ТН-мод. 
Существуют радиально поляризованные мо-
ды без азимутальных компонент,  
Е = (Еρ, Еφ=0, Еz). 
Высказанные соображения  относятся  как  
к  параксиальным  электромагнитным пучкам 
(Гаусса, Эрмита-Гаусса, Лагерра-Гаусса, Бессе-
ля-Гаусса Матье-Гаусса, Эйри-Гаусса и др.), так 
и к непараксиальным волновым полям типа Бес-
селя, Матье, Эйри и др. 
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 Возвратимся теперь к векторным паракси-
альным световым пучкам. Для описания их по-
ляризационных и энергетических характеристик 
будем использовать упрощенный векторный 
формализм. 
 Будем исходить из уравнений Максвелла  
0
0
rot ;
rot ;
ik
ik
μ
ε
=⎧⎨ =−⎩
E H
H E
   (1.1) 
div 0;
div 0.
μ
ε
=⎧⎨ =⎩
H
E
    (1.2) 
для монохроматических световых пучков в про-
зрачных изотропных средах, характеризуемых 
материальными уравнениями связи 
, .ε μ= =D E B H                       (1.3) 
Здесь и далее  используются обозначения: 
0 ,k c
ω=   2 ,n εμ=   0 .k k n=            (1.4) 
 Полагаем также 1,μ ≠  чтобы результаты 
можно было применять не только в оптике, и в 
радиодиапазоне частот электромагнитного излу-
чения. Кроме того, одновременное присутствие 
проницаемостей ε и  μ позволяет использовать 
симметрию уравнений Максвелла относительно 
замен  , .ε μ↔ − ↔E H  
Из (1.1), (1.3) следует векторное уравнение 
Гельмгольца  ( )2 2 ( ) 0,k∇ + =E r                   (1.5) 
простейшим решением которого является пло-
ская волна ( ) .ikze=E r E  У таких волн волновой 
фронт – плоский, а амплитуда E  – константа. 
Для параксиальных световых пучков волновой 
фронт – квазиплоский. Поэтому общее электри-
ческое поле параксиальных векторных световых 
пучков можно описывать функцией вида  
( )( , ) ,i kz tt e ω−=E r E                     (1.6) 
где, однако, векторная амплитуда E  не является 
постоянной, а зависит  от координат x, y, z. Тогда 
векторное уравнение Гельмгольца (1.5) для пара-
ксиальных пучков ( )2 2 zik∇ << ∂E E  сводится к 
векторному параболическому уравнению  ( )2 2 0,zik⊥∇ + ∂ =E                   (1.7) 
где ⊥∇  – векторный поперечный оператор набла 
.x x y y⊥∇ = ∂ + ∂e e                    (1.8) 
В параксиальных пучках продольная компонента 
поля zE  значительно меньше поперечных ком-
понент, т. е. .zE ⊥<< E  Поэтому все векторные 
поперечные амплитуды поля параксиального 
светового пучка можно выразить через его попе-
речные компоненты электрического поля ,⊥E  а 
продольные компоненты zE  и zH  можно найти 
из уравнений непрерывности (1.2). Получаем в 
этом приближении 
,z
i
k⊥ ⊥ ⊥
= + ∇ ⋅E E E e                (1.9) 
[ ], где , .z zik n
ε
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥= + ∇ ⋅ =H H H e H e E  (1.10) 
Здесь и далее ze  – единичный вектор в направ-
лении оси  z пучка, n – показатель преломления 
среды.  
 Чтобы найти поперечные компоненты элек-
трического поля ⊥E  светового пучка, рассмот-
рим скалярное параболическое уравнение ( )2 2 0.zik F⊥∇ + ∂ =                (1.11) 
Теперь в качестве поперечных компонент векто-
ров ⊥E  можно взять любые комбинации реше-
ний уравнения (1.11).  
Из (1.7)–(1.11) следует также, что можно 
выделить следующие четыре типа векторных 
параксиальных световых пучков: 
(1) (1) (2), ;
n
ε
⊥= Λ =E E H E            (1.12) 
[ ](2) (2) (1), , ;z n
ε
⊥= Λ = −E e E H E      (1.13) 
(3) (3) (4)( 2 ) , ;z z F n
ε
⊥= ∇ + ∂ =E e H E    (1.14) 
[ ](4) (4) (3), , .z F n
ε
⊥= ∇ = −E e H E      (1.15) 
Здесь введен оператор  
z1
i
k ⊥
Λ = + ⋅∇e                  (1.16) 
восстановления полного поля по его поперечной 
части. Точка в (1.16) означает прямое произведе-
ние векторов ( )z z( ) ( ) ( ) .ik i k⊥ ⊥⋅∇ = ∇e e  
 Видна замечательная симметрия между век-
торами E  и .H  Векторы магнитного поля одних 
мод пропорциональны векторам электрического 
поля других мод и удовлетворяют соответст-
вующим соотношениям ортогональности 
(1) (2) (1) (2) (1) (1) (2) (2) 0;= = = =E E H H E H E H  
(3) (4) (3) (4) (3) (3) (4) (4) 0= = = =E E H H E H E H  
в принятом приближении (пренебрегая членами 
второго порядка малости). Например, соотноше-
ние ортогональности (3) (4) 0=E E  означает, что 
векторы (3)E  и (4)E  имеют одинаковую эллип-
тичность, главныеоси эллипсов поляризации по-
вернуты на 90○, а  их направления вращения оди-
наковы.  
Существуют также строго поперечные мо-
ды: мода с вектором (3)H  является ТН-модой, а 
мода с вектором (4)E  – ТЕ-модой. (Cвойства ТЕ- 
и ТМ- мод обсуждались, например, в [9]–[11].) 
 Таким образом, поиск решений векторного 
уравнения (1.7) для электрического поля в виде 
параксиальных векторных световых пучков мы 
свели к решению скалярного параболического 
уравнения (1.11). При этом не требуется интег-
рирование уравнений Максвелла. Разумеется, 
С.С. Гиргель 
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для поиска решений уравнения (1.7) можно было 
также применить метод потенциалов Герца [12] 
или вводить магнитный и электрический вектор-
ные потенциалы [3]. Однако для параксиальных 
пучков это приводит к неоправданным усложне-
ниям. 
  
2 Энергетические свойства векторных 
параксиальных световых пучков 
Усреднённые по времени плотность энергии 
w и плотность потока энергии электромагнитно-
го поля (вектор Пойнтинга) S световых пучков 
определяются как [14], [15] 
2 2
;
16
w
ε μ
π
+= E H  
*Re .
8
c
π ⎡ ⎤= ⎣ ⎦S E H  
Для параксиальных пучков, учитывая (1.1)–
(1.7), находим, в первом приближении, что плот-
ность энергии w светового пучка  
2 2
,
8 8
w
ε μ
π π
⊥ ⊥= =E H                 (2.1) 
т. е. we=wm, как и для плоских монохроматиче-
ских волн [15]. 
Продольный поток энергии  
,z
c w
n
=S                           (2.2) 
снова как для плоских монохроматических волн. 
Однако существует также поперечный поток 
энергии  
[ ]( )* *Im , , ,8 z zcnkεπ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥⎡ ⎤= ⋅∇ + ⋅ ∇⎣ ⎦S E E e E e E  (2.3) 
который не учитывается скалярной теорией. 
Можно, учитывая соотношения (1.7)–(1.11), вы-
разить также вектор ⊥S  в другой форме: 
( )Re .8 z zc E Hn ε μπ ∗ ∗⊥ ⊥ ⊥= − ⋅ + ⋅S E H  
 
3 Свойства векторных мод с однородной 
поляризацией 
Обсудим теперь свойства параксиальных  
векторных световых пучков  первого типа 
(1) (1)( , ).E H  Для анализа их поляризационных 
характеристик представим поперечную часть 
векторной амплитуды пучка в виде 
,F⊥ ⊥=E e  
где F  является некоторым решением паракси-
ального параболического уравнения (1.11), а 
комплексный постоянный вектор поляризации 
⊥e  не зависит от координат (x, y). Такие пучки 
обладают поляризацией, однородной по сечению 
пучка, и чаще всего используются.  
Можно разложить нормированный вектор 
поляризации ⊥e  по декартовому базису 
( , , ):x y ze e e  
2 2
.
| | | |
x x y y
x y
η η
η η⊥
+= +
e e
e                 (3.1) 
Здесь xη  и  yη – некоторые постоянные ком-
плексные параметры,  2| | 1.⊥ =e   Тогда векторы 
электрического и магнитного полей пучков типа 
1 равны  
(1) (1), [ , ] .zF Fn
ε
⊥ ⊥= Λ = ΛE e H e e      (3.2) 
Азимут ψ  и эллиптичность tgγ χ=  эллиптиче-
ски поляризованных мод (3.2) в их поперечном 
сечении можно выразить через комплексный 
параметр y xη η η= /  по формулам [14]: 
2
2
2Retg 2 ;
1
2Imsin2 .
1
ηψ η
ηχ η
= −
= +
                      (3.3) 
Можно также, согласно Федорову [15], вве-
сти комплексный угол ( )iψ ξ+  соотношением 
tg( ),iη ψ ξ= +  тогда азимут световой волны ра-
вен ,ψ  а ее эллиптичность γ  выражается как 
th .γ ξ=  
Плотности энергии и потока энергии элек-
тромагнитного поля соответственно равны: 
2
;
8
F
w
ε
π=    ;z
c w
n
=S  
[ ]( )(1) *Im sin 2 , .
8 z
c F i F
nk
ε χπ⊥ ⊥ ⊥⎡ ⎤= ⋅ ∇ + ⋅ ⋅ ∇⎣ ⎦S e  (3.4) 
Важны предельные случаи, когда соотно-
шения существенно упрощаются. 
1. Пусть 0.η =  Тогда 0χ =  и имеем поля-
ризацию в плоскости (х, z), т.е. плоско поляризо-
ванный пучок, PPEx  (plane polarized) – по терми-
нологии Шимоды [11]. 
2. Пусть .iη = ±  Тогда sin 2 1χ = ±  и полу-
чаем циркулярно поляризованные CPE (circular 
polarized) Е-моды. При этом  
(1) ;z
i F
k± ± ±
⎛ ⎞= + ∂⎜ ⎟⎝ ⎠E e e  
(1) (1) ;i
n
ε
± ±=H E∓  
(1) *Im( ),
4
c F F
nk
ε
π⊥± ±= ∂S e∓  
где векторы поляризации и операторы диффе-
ренцирования в циркулярном базисе соответст-
венно равны: 
;
2
x yi
±
±= e ee  
.
2
x yi
± ± ⊥
∂ ± ∂∂ = ∇ =e  
Векторы циркулярного базиса удовлетворяют 
соотношениям 
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[ , ] ,zi± =e e e∓ ∓    [ , ] ,z i± ±= ±e e e  
2| | 1,+ − ±= =e e e    2 0.± =e  
Альтернативно (3.1) можно разлагать век-
тор поляризации ⊥e  не по по декартовому, а по 
циркулярному базису ( , , ):z+ −e e e  
2 2
,
| | | |
η η
η η
+ + − −
⊥
+ −
+= +
e ee  
где η+  и  η− – некоторые постоянные комплекс-
ные параметры. Теперь поляризационные харак-
теристики однородно поляризованных пучков 
типа 1 можно выразить через параметры поляр-
ного разложения комплексного параметра  
.cη η η− += /  Эллиптичность пучка (отношение 
полуосей эллипса поляризации) и азимут боль-
шей оси эллипса поляризации относительно оси 
ОХ соответственно равны 
1
tg ;
1
c
c
ηχ η
−= +  
1 arg .
2 c
ψ η=  
Поле более общего эллиптически поляризо-
ванного параксиального пучка также целесооб-
разно разложить в когерентную сумму двух цир-
кулярно поляризованных пучков с противопо-
ложными направлениями вращения, т. е. 
,⊥ + −= +E E E                        (3.5) ( )2 2 0 .+ −= =E E  
Можно убедиться, что плотности энергии и по-
тока энергии электромагнитного поля соответст-
венно равны: 
( )2 2 ;8w επ + −= +E E  ;z c wn=S         (3.6) 
(1) Im .
4
c
nk
ε
π
∗ ∗
⊥ + ⊥ + − ⊥ −⎡ ⎤= ⋅ ⋅∇ + ⋅∇⎣ ⎦S E E E E   (3.7) 
Таким образом, мы видим, что параксиаль-
ные циркулярно поляризованные моды распро-
страняются независимо, энергетические характе-
ристики их разделяются и также независимы: 
;+ −= +E E E  
;w w w+ −= +                         (3.8) 
.+ −= +S S S  
В то же время, как мы выше показали, если 
эллиптически поляризованный пучок разложить 
в когерентную сумму двух линейно поляризо-
ванных пучков, то такие пучки не являются неза-
висимыми и интерферируют. Вклады в общий 
поток энергии S  обоих пучков в последнем слу-
чае не разделяются. Таким образом, циркулярно 
поляризованные моды являются, в некотором 
смысле, более фундаментальными, чем линейно 
поляризованные. Это обусловлено вращательной 
инвариантностью циркулярных мод относитель-
но оси z пучка. 
Свойства параксиальных векторных свето-
вых пучков 3 и 4 типов с неоднородной поляри-
зацией и их когерентных суперпозиций будут 
исследованы нами в дальнейшем. 
 
Заключение 
Для описания поляризационных и энергети-
ческих характеристик векторных параксиальных 
световых пучков предложен упрощенный век-
торный формализм, не требующий решений 
уравнений Максвелла. Показано, что произволь-
ный векторный параксиальный пучок однознач-
но определяется линейной комбинацией реше-
ний скалярного параболического уравнения.  
Для векторов электрического и магнитного 
полей пучков установлена симметрия и соотно-
шения ортогональности между ними. Найдены 
простые выражения для плотности потока энер-
гии электромагнитного поля S векторных свето-
вых пучков с однородной поляризацией. Для 
дальнейшего изучения их свойств необходима 
специализация найденных общих выражений на 
конкретные типы пучков. 
Установлено, что параксиальные циркуляр-
но поляризованные моды распространяются не-
зависимо друг от друга, их плотности энергии и 
плотности потока энергии разделяются и также 
являются независимыми. Последний парадок-
сальный, на первый взгляд, вывод обусловлен 
циркулярными поляризациями пучков и их пара-
ксиальностью. Это свойство может найти при-
менение  в оптических системах передачи и об-
работки  и информации, поскольку может увели-
чивать пропускную способность оптического 
канала. 
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